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De stelling van Ptolomneus zegt dat voor 4 punten A,B, C en D,
galegen op een cirvel N, waardij L en C door B en D worden gescheiden,
geldt

Tactmp=tantaettanton:

A

Hierin geeft tAB de afstand van L en B .an.

De stelling van Cascy zegt, dat deze relatie oot blijfs bestaan,
als de vier »unten worden vervansgen door vier ciriels, die allen aan
R raken, en hun ot ndey door de¢ lengtenvan hun gemeen. chinvelijke
racklijnen. Hierbij newe en de yemeenschapoelljke ultwendige of inwen-—
dige raaklijn, alnaargelang die twee cirkels zelijlcoorti; of ongelijk-
goortiys ~an R raken.

Deze stelling volge wit de stelling van Ptolemaeus.
Beschouw nl. 4 cirkels A,D5,U on D, die b.v. alle ultwendiy raken aan
R in de punten A',P',C', recou. D' met otralen a,b,c en d. Zij r de
lengte van de straal van R, Dan hecft men zoals men mectkundig of
algebralsch gemakkelijk inzlet

t,n =t (1+ :)(1 + _) enz.

AB %‘B“

waarna ult de Ptolemaeusrclatiz onmiddellijk de Caseyrelatic volgt.

Men kan de stralen a,b,c on 4 tot nul laten naderen, waarna de
Caseyrelatie weer overzont in do “tolenmaeusrelatie. Van belang blijken
ook die gevallen, waarbi] ccm of mecr, maar niet alle siralen a,b,c en
d gelijk zijn aan nul.

Wij geven nu cen untal toevas ingen van de stelling van Casey
en bewijzen allerecrst de voljende stelling:

Beschouw cen driehoelr ..3C met zijn twee aangeschreven cirkels
Ia en Ib' Laat ecn willeicurige cirkel U gelijksoortig raken aan deze
cirkels. De vier snijounten van cirkel U en de voldoonde verlengde
zijden AC cen BC zijn dan dc hoekpunton van eon volledige vierhoek,
wa.rvan twec overstaande zijden cvenwijdig lonen met de belde uiltwen-—

dige gemeenschapnelijke raaklijnen van de cirkels Ia en Ib'
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Voor het bewijs passe iien o stelling van Casey toc op dc figuur
IaPQIb' Hicrin is P cen enijpunt van de cirkel U en BC c¢n Q dat snij-—
punt van cirkel U cn AC, waarvoor dc figuur IaPQIb in de necrgeschrcven
volgorde een Cascy-figuur is. Dan hceceft wen volgens Casey

(CQ+s-b) (CP+s-a) =PQ(a+b) +(CP=s4b) (CQ=s+n), dus (CP+CQ):PQ=(a+b):c,

dus PQ ig porallel of antiarallcel met AB., In het laavste geval loopt
PQ cvenwijdig mcet de anderc gemeonschonnelijke uitwendige raaklijn van

de cirkels Ia en Ib'

Wij gaan nu icts preeicscer do rolatie tussen PQ en AB na. Hicrtoe
houden wij dec drichock ABC c¢n zijn aangcschreven cirkels vast, maar la-
ten do cirkel U veridren (deze blijft cchiter gelijksoortig raken aan
de cirkcls Ia en Ib). Cirizel U snijdt BC in 2 punten; door het enc gaat
zoals in dc zojulst bewcomen svelling blook, een koorde cvenwijdig met
AB (dat punt nocrmen wij cen fupunt), door hot anderc cun kxoorde antie-
parallcl mct AB (dat punt nooion wij corn R-punt).Tussen dc afstanden
CP cn CR bestaat ecn bilinceoir verband, dat men onmiddellijk vindt door
on dc¢ figuur IbPIaR de stolling van Cascy toe te passen.

Bewcegt dus cirkel U, don doorlonen P ¢n R collocale projectieve
puntenrcecksen., Hot projecticve verband tuccen P ¢n R is hyperbolisch
want R valt met P gsamcen zowel indien P gekoz.on wordt in hot raakpunt
Ta van cirkel Ia en BC alg in hct razakpunt Ua van cirkel Ib en BC.

Laten wij nu cirkel U, dus P, buwegen over BC, Vult P in B, dan is
R oneigenlijks loopt P van D naar Ua’ dan beweccgt R zich via B naar
Ua ¢n haalt hicr P in. Loopt T van Ua naar Ta’ dan blijft stceds R
liggen tussen Ta cn P om w»as weer in Ua door P te worden ingchaald.Is
P oncigenlijk, dan ligt R in het snijpunt S van BC en de anderc uit-
wendige gemecenschapnelijke raaklijn van cirkel Ia en Ib’ Uij vinden
dus:s

Snijdt ecn cirkel U, dic dc aangeschreven cirkels Ia cn Ib van cen
drichoek ABC gelijksoortig raakt, de zijde BC ten minste eenmaal tusscn
Ben C, dan ligt hoet on BC door cirkel U bepaalde P-punt dichter bij
het raakpunt Ua van cirkel Ia en BC, dan het R-punt.

Hicruit volgt onmiddellijk dc stellings

De cirkel N, die de dric asngeschreven cirkels van ccn drichoek
uitwendig raakt, is de negenpuntscirkel van die drichock.

Allerccrst merke men op dat cirkel N, ieder der zijden van de dric-—
hock in ton minstc één punt zelf moct snijden. (Imaers cirkcel N raakt
cirkcls Ia cn Ib uitwendig, dus P ligt tusscn B en S5 zou P nict tussen
B en C liggen, dan lag 7 tussen C cn S cn ook H lag o» het aan de zijde
van C verlengde decl van BC3; omgelijke rcdenen zouden cchter P en R op
het aan de zijde van B vcrlcngde deel van BC mocten lizzen. )

Zock nu dc 3 snijpunten van cirkel N cn de zijden op, dic het dichtste
lizgen bij de raakpunten der aarn dic zijden acsngceschreven cirkels,



Deze voramcn dan ccn drichock waarvan de zijden parallel zijn met dic
van drichock ABC: dc¢ 3 snijounten zijn dus de middens der zijden van
drichock ABC. Cirltcl N is dus de ncgenountscirkel van drichoek ABC.
D¢ overicze 3 snijpunten van eirkcl N oen de zijden van drichock ABC o
vorme. con drichock, wharva. de zijden antiparallel zijn met dic van < .=
drichock ABC, zodat ciricl W ook gaat door de voetpunten der hoogte-
lijnen van drichock ABC.

Uit dc omkering van de stoelling van Casey blijkt tenslotte nog,
dat de cirkel N ook roakt aan ae ingeschreven cirkel van drichock ABC,

Men kan zich alvra_en, welke de 8 raukeirkels zijn der 3 aangeschre-
ven eirkels van drichocuk 10C. Bekend zijns

1%: d¢ aric zijden van do drichock zolve,

2%: ac neogenountseirk 1 1,
Wij kunnen nu zocken naar de 4 overige ras’telr.ols. Zoals bekend ont-
gtaan dic uit de¢ bovcenooosomde 4 cirlicls door uven inversie dic de
cirkels Ia’lb ¢n Ic invariant laat (dus o .o inversic ton opzichte van
hun gcemeenschappelijke orthozonaalcirkel T).

Hicrtoc onderzocken wij ceerst ¢o ligging van die cirkel T, Men
heeft de volgende gemaldiclijk to beowijzen cigenschanppens

Projceteer A,B on C o» de buitcenbiscetrices van drichock ABC. De
zes voetpunten lizgen dan op [én cirkel, de cirkel van Taylor van drie-—
hock IaIbIc‘ Het widdelpunt T crvan ligt zo op het verlengde van Z1,
dat TZ=52I (I is middclount ingcschreven cirkel en 2 is zwaartcpunt
van drichock ABC). De cirkel van Taylor staat inderdaad loodrecht op
¢l dicr cirkels Ia’Ib vit I o Do uit cirkel N door inversic ten op-
zichtc van cirkel T ontstanc raakcirkel U heoft zijn middelpunt dus
op dc rechte TN, dat is oo de rechte door N cvenwijdig met OI (O cen-
trum omgcschroven cirkel van drichock ABC). De cirkel U raakt Ia,Ib an

[

Ic inwendig. De cerst afscleide stelling leert ons dat deze de verlengden
der zijden van drichoclr ABC snijdt in 6 punten, drie verbindingslijnen
waarvan cvenwijdig lopen met de zijden van driehock ABC. (Dric der

andere zijden van de  zeshock dicr 6 punten lopen antiparallel met de
zijcen van drichoek ABC cn blijken, alweer door Casey toe tc passen,

cen lengte s te bezitten.,) Ten gevolg hicrvan is dat de cirkel U zijn

middelmunt hecft op de rechte OK (K snijpunt der symmcdi@Qen van drie-

hock ABC). Ny
Trckt men nl. door K rechten 5{!"x
evenwijdig met de zijden van drie- 2 Ya v
hoek ABC, dan heeft men (zic tcke- .J,,;/&Cj
ning)B,A, antiparallel AB. Liggen g % f'\
V en W op eirkel U en is VI anti- }N XA
PR

parallel met AB en VW=s, dan ligt , ‘ W
het midden Y van W op CK cn men :A'i' i‘fﬂlg Y“J\AO
heeft voor het snijpunt U van OK en de e : |
middenloodlijn van VW de evenredigheid




) s Cll= (Y02 QD) s = + 1.
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Voradoer is 2

‘ ac - b , abe

BCO?; "3;-?9'7 M (f\?—é W”?ﬂj---: 8 B C= '--3—-—‘»5“—2 3 b?AQ: m.

a~+b” 7 aT+b+e a“+b +c ~ a +b +c

fug UN is symmcotrisch ic .1 oo oc, dus het punt U is oiddelpunt van

d. _.uoehte raakeirkel,

Wij drukken verder de siuvial u van cirkel U uit in de elementen
var. drichoek ABC. Allercerast . kea wi, hicrtoe op dat voor de straal
t van de cirkel T wvan laylor ~—eldt 4t =r +oo zoals neetkundig direct
blijkt uit het _eit dai een kcorde ter lengte s van die cirkel op een
afstand | r gelezen is van zijn iildelpunt.

Loav nu TN de nesgenpuntocickel gsnijden in X en Z. Door inversie
met T als centrum goan X o 2 over in twee tezenpunten X' en Z' van

cirkel U, dus de straal u van cirkel U io selijk nan

E 2 2
- 2t R
u= X' ""“ (.’C P*i'b'f (\ -+ )“"(W W—)—-—-qz-z--———z—t =
T WT R™=4TN
C2tR_ 28°R 17 rSest
- 2 —012 T ZrR T r T Ar *

Voor de straal u, van de ra keirkel, die door inversie ten op-

L

zichte van cirkel T uit de zijde BC ontstaat, vindt men

t
u,_=
a  Ze ?
waarin e de afstand aangeelt van T tot de zijde BC. Zij f de afstand
van Z tot BC dan heeft men op grond van de ligging der punten 17,7 en I

m

dus .
o S _ C(axv)  _ r(atb)
T e a+b+e cla+b+c) .C !

du )

S 2 o D

aTlarb) ~ Arlatb) ! THE GYCh
Analoge beuschouwinsen [cven ons de cirtels die ralen aan de cirkels

I,I, en I,» welke blijken te oijns

De drie zijden vun de drichocli; de negenpuntscirkel; de hieruit
door inversie te vinden ciriels wanrvan er weer drie ga:n door het
centrui. van inversie, du. 1o het widdelvunt T, van de ciricel van Taylor
van driehoek IIaIb’ De vierce cirkel heeft zijn middelnunt nu liggen
op de rechte T N en de rechte O,

Op de rﬂchte QK vindt .eir de volsende 15 meriwaardige punten:

0,K,I: (centrum ciritel van Lemoine), 9 (nidden der verbindings-
rechte)der punten van Brocard 5?? en MB ), centra van 4 rackcirkels,
door inversie uit de negenpuntscirkel te vindens

t) Verg. Rapport ZW 1950-002 van G.W.Decnop uit deze serie,
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- ) wen

de beide punten van Avnollonius;

het hoogtepunt van de voeilpuntsdriehoek van 3 bisectrices of van
2 buiten- ¢n 1 binnenbiveciriigg

het snijpunt der rochien dic oo hocknrunt van de driehoek verbin-
den net het punt op de ov roooondoe zijde, d.t deze verdeclt in de ver-

houdins der vierde muchior der aanl’  eunde zijden.
Yij coven thauo noo o chocl ndere tocpassing van de stelling
van cusey. ij bepalon nl. 0o gtralow der cirkels van Malfatti, dat zijn

drie elka.r uitwendis rotende cirkels, dic i-der aan twee der drie
zijden van con drichock rakoen.

Zijn de ostralen dcezer cirtels R,S en
T rcsp. r,z en t, dan heeft men voor
de afstend der op AB gelegen raak-
punten U en V de reclatic

Uv=2\/rs.

Z2ij 7 het raakpunt vaun cirkel Loon

AC. Darn zcldl voor dec lengic Tog L o
der raclilijn uit V aan cirkcel 3 do A
betrekling
tW32=V82—82=(r cosx +r-8)%+(r sinu +2\[§é)2~52

2 2 q L tx ~ 2
= 57 emm 4+ Or 3in -m Vrs+ si
4r~ co 3 + Or sin -5cos -5 |/rs 4rs sin 5?-,
dus
B S o
- 24 °
tyg=ér cos s+ 2 VYrs sin 5
evenzo

. ¢ Lo

=Ir cos - er si

'bUTr COOT 2 I‘Jﬁol’l?—_

Pas nu Casey toe op Qv figuur /13U (der cirkels of puntecirkels, die
raken acn cirkel R). Dan vindt men

— : : e pee— T
(2r cos %~ +2 Vrs sin %})(Qr cos S +2 V/rt sin %%):4VG%:V}S+4Vst;rcos%§

dus
ox _— - -
r cos %T + 8in %%(bfrs+-vz%)= Véf(cos %% +1)
dus
' ) / K
r cot é;—-+\jrs+ rt-cot E%—V[;tzO.
Evenzo

8 cot é} + V;%éxf;;-cot é;-VE%:@.

Dus na optellen, in verband et c=r cot — +8 cot 4; +2V rs,
vinden wij (cot %} -1)\ st+(cot é% ~1) yrt=c. Hicruit cn uit dec door cy-
clische permutatic eruit af te leiden formules vindt men

\/rs= gﬂc‘ en cyel,, dus r= (s=b)(s-c) _cotw - 1 en cycl
co%gﬂﬁ ’ Seg, (cot%-1)(cotg/~T7 yes-



